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1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)

1.1 Lineare Funktionen

Der Graph einer Linearen Funktion ist immer eine

Es folgt eine Analyse einer Linearen Funktion an einem Beispiel, mit der Zlel anhand bestimmter
charakteristischer Eigenschaften den Graph zu skizzieren:

Beispiel: f(z) = sz +1

T f(z) Punkte
-4 (4=
3 [ 7(3)=
-2 | f(=2)=
1 [f1=
0 f(0) =
1 ) =
2 f(2)=
Die Menge aller Punkte lasst sich als Graph in einem Koordinatensystem darstellen
f(z)
6 1
5 1
4 1
3 1
2 4
1 1
6 —5 -4 —3 —2 —1 1 2 3 4 5 6 ¢
14
_9 !
—31
41
—51
—6



1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)

Definition 1.1: Funktion

Eine Funktion ordnet jedem z aus dem Definitionsbereich (die Zahlen, die man fir x
einsetzen darf) eindeutig einen Funktionswert f(z) (die y-Koordinate) aus dem Wertebereich
(Menge aller Funktionswerte) zu.

Den Graph einer Linearen Funktion kann man auch direkt mittels der im Funktionsterm vor-
handenen Koeffizienten skizzieren:

fla)= ga+1

6 -5 —4 -3 —2 —1 1 2 3 4 5 6 ¢

Das ,Gegenteil“ zur Analyse ist die Synthese eines Funktionsterms aus gegebenen Daten:
Gesucht ist eine Lineare Funktion g, die durch die Punkte P(4| —3) und Q( —8|0) verlauft.

glx)y=m-x+b

Bestimmung von m:




1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)

Bestimmung von b:

Somit ist g(x) =

1.1.1 Schnittpunktbestimmung zweier Funktionen f und g

Allgemeiner Ansatz: f(z) = g(x)

1.2 Quadratische Funktionen

Der Graph einer Quadratischen Funktion ist immer eine
Beispiel 1: Analyse von
flz) =22" +42 -6

Die Erstellung einer qualitativen Skizze des Graphen von f ist noch nicht moglich. Daher werden
im Folgenden die sog. Nullstellen der Funktion f berechnet. Die Bestimmung von Nullstellen
einer Funktion ist eines der wichtigsten Schritte fiir die Analyse und wird an vielen Stellen in
der Analysis benétigt!

Definition 2.1: Nullstellen

Die Nullstellen einer Funktion f sind die Schnitt- oder Beriihrpunkte des Graphen von f
mit der z-Achse. Hier gilt f(z) = 0.

Nullstellen: Skizze:
Ansatz: f(z) =0 f(z)




1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)

Definition 2.2: PQ-Formel

Hat die quadratische Gleichung die Form 22 +p-x+¢ = 0, dann ergeben sich die Nullstellen
mittels PQ-Formel zu:

Sind die Nullstellen einer quadratischen Funktion bekannt, kann man direkt den Scheitelpunkt
S der Parabel angeben:

Beispiel 2: Analyse von
f(z) =22° — 4x

Nullstellen: Skizze:

Scheitelpunkt:

1.3 Ganzrationale Funktionen (Polynome) hoheren Grades

Der Grad eines Polynoms ist durch die hochste im Funktionsterm vorkommende Potenz festge-
legt. Losungen von Aufgabe 1 des ersten Ubungsblatts:

f(x) =12 —16

Nullstellen: Skizze:




1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)

fx) =—32*+ 32—

Nullstellen: Skizze:

Scheitelpunkt:

f(z) = =223 — 222 + 122

Nullstellen: Skizze:

Randverhalten:

Merke:

Das Randverhalten eines Polynoms ist durch die hochste vorkommende Potenz bestimmt.
Polynome verlaufen an der Randern immer gegen Unendlich!!!




1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)

f(x) = 223 — 42?

Nullstellen: Skizze:

Randverhalten:

f(r) =a* —72% + 12

Nullstellen: Skizze:

Randverhalten:

Symmetrie:




1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)

flz)=2(x—=3)(x+2)(x —1)
Nullstellen: Skizze:
f(z)
T
Randverhalten:

Definition 3.1: Linearfaktorzerlegung

Die hier angegebene Darstellungsform wird als Linearfaktorzerlegung eines Polynoms
bezeichnet und kann unter Kenntnis der Nullstellen einfach aufgestellt werden. Wiirde man
die Linearfaktorzerlegung wieder ,ausmultiplizieren“ und zusammenfassen, gelangt man zu
der bereits bekannten allgemeinen Darstellungsform.

Die Linearfaktorzerlegungen fiir die vorigen Beispiele lauten:
flx)=—32? 43z -9 =

Weiterfithrendes Beispiel:

f(z) =2 - 22 — 52 +6
Problem: Das Ausklammern von z ist hier nicht méglich!
Gleichungen dieser Art kann man mittels Polynomdivision oder Horner-Schema versuchen zu

l6sen. Dazu muss zunéchst eine Nullstelle bekannt sein, die man durch Probieren herausfinden
muss:

1. Schritt: Raten einer Nullstelle.
Tipp: Alle ganzzahligen Teiler der Konstanten
fiir Nullstellen sein.

~,also konnten Kandidaten




1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)

2. Schritt: Durchfithrung der Polynomdivision
Da nun eine Nullstelle bekannt ist, kann man die Linearfaktorzerlegung zum Teil angeben:

(2 —22° =Bz +6) = (x — 1) (...7....)

(2 —22° =52 +6): (x—1) = (...7...)

Polynomdivision:

Ziel der Polynomdivision ist letztlich die Reduzierung des Grades, so dass man auf das Rest-
polynom die bekannten Losungsverfahren anwenden kann. Man kann die Polynomdivision
yumgehen“, indem man das sogenannte Horner-Schema anwendet. Neben der schnellen Auswer-
tung von Funktionswerten erhdlt man (beim Finden einer Nullstelle) direkt die Koeffizienten

des Restpolynoms:
Horner-Schema:

Horner—Schema:
Eine effiziente Berechnungsmethode fiir Funktionswerte von Polynomen durch

geeignete Klammerung:
Po(z)=(...((anx + ap—1)T + an-2)x + ... )z + ap

bzw. schematisch

ag Qp Ap—1 (p—2 e aq ap
Xz 1 b, b1 o by
>z ‘ b, = a, b1 by—2 cee by bD = P”(IL'*)

Aufgabe: Bestimmen Sie die Nullstellen mittels Hornerschema:
a) f(x) =2® + 32% — 16 + 12 Losung: x=1,x=2x=-6
b) f(z) =2 —Toe —6 Losung: x=-2,x=-1,x=3




2 Gebrochen-rationale Funktionen

Eine Funktion f, deren Funktionsterm ein Bruch ist, wobei Zahler und Nenner jeweils Polynome
sind, heifit gebrochen-rationale Funktion.

Ein einfaches Beispiel zu Beginn:
(@) 20 — 1
x) =
r+1

Neu! Definitionsbereich: Skizze:

Nullstellen:

y-Achsenschnitt:

Neu! Asymptote(Randverhalten):

Merke:

Das Randverhalten einer gebrochen-rationalen Funktion f wird durch die sogenannte
Asymptote bestimmt. Die Asymptote ist selbst eine Funktion, dessen Funktionsterm sich
durch den “ganzzahligen Anteil “der Polynomdivision von “Zahler : Nenner “ergibt. Der
Graph von f nédhert sich im Unendlichen immer mehr dem Graph der Asymptote, zuvor
kann der Graph von f die Asymptote auch schneiden oder beriihren.

Ein ausfithrlicheres Beispiel zum Schluss:

()

_2x3+2x2—4x
22— —6




2 Gebrochen-rationale Funktionen

Neu! Definitionsbereich: Neu! Ersatzfunktion, Art der Definitionslicke:
f(l’) — 2x342x% —4x —
z2—2—6
Nullstellen:
Skizze:
f(z)

y-Achsenschnitt:

Neu! Asymptote(Randverhalten): z

Merke:

Erstellt man fiir Zahler und Nenner jeweils die Linearfaktorzerlegung, kann man daraus
wichtige Eigenschaften der Funktion f erkennen:

1. Es liegt eine Nullstelle vor, wenn nur das Zahlerpolynom diese Nullstelle hat.
Haben Zahler und Nenner gemeinsame Nullstellen, muss man deren Vielfachheit
betrachten.

2. Ist die Vielfachheit der Nullstelle des Nenners kleiner oder gleich der des Zéahlers,
liegt eine hebbare Definitionsliicke vor. Dort hat der Graph ein "Loch”, der fehlende
Funktionswert kann durch den Funktionswert der gekiirzten Linearfaktorzerlegung
(der sog. Ersatzfunktion f*) behoben werden.

3. Ansonsten liegt eine Polstelle (im Prinzip eine senkrechte Asymptote) vor, bei diesen
Definitionsliicken laufen die Funktionswerte gegen unendlich, wenn man sich ihnen
von links oder rechts nahert (ein sog. Unendlichkeitsstelle). In der Ersatzfunktion
f* gilt, bei gerader Vielfachheit der Nennernullstelle liegt eine Polstelle ohne Vor-
zeichenwechsel (Anndherung auf beiden Seiten entweder gegen +o0o oder —oo), bei
ungerader Vielfachheit liegt ein Pol mit Vorzeichenwechsel vor (auf der einen Seite
gegen +oo und auf der anderen gegen —oo bzw. umgekehrt).

10




3 Folgen und Grenzwerte

3.1 Folgen

Eine Folge kann als eine Funktion aufgefasst werden, dessen Definitionsbereich die natiirlichen
Zahlen N sind.

Ay =

S|

Frage: Ist diese Folge konvergent, d.h. besitzt sie einen sogenannten Grenzwert, an den sie sich
immer mehr annéhert? Oder ist sie divergent und verlauft gegen +o0o (bestimmt divergent)?
Schreibweise:

lim — =
n—oo n

Definition 1.1: Grenzwert einer Zahlenfolge

g ist Grenzwert einer Folge a,,, wenn es zu jedem noch so kleinen vorgegebenen ¢ > 0 eine
(von € abhéangige Zahl n(e) gibt), so dass fur alle n > n(e) gilt: |a, — g| < € (also wenn in
jeder e-Umgebung von g fast alle Glieder der Folge liegen, bis auf endlich viele davor).

Merke:

Obige Folge ist ein typisches Beispiel einer Nullfolge der Gestalt: Zahler ist konstant /be-
schréankt, Nenner lduft gegen 4o0.

Die Theorie der Grenzwerte unendlicher Folgen ist eine wichtige Grundlage in der Analysis
und findet Verwendung bei der Berechnung von Grenzwerten von Funktionen, der Definition

11



3 Folgen und Grenzwerte

der Ableitung (als Grenzwert einer Folge von Differenzenquotienten) und beim Riemann’schen
Integralbegriff.

In der Praxis wendet man zur Bestimmung eines Grenzwertes selten diese Definition an, sondern
man benutzt die sogenannten Grenzwertsatze, um sofort das Ergebnis zu ermitteln.

Seien (ay),, ey und (by), oy zwei konvergente Folgen mit lim a, = a und lim b, = b und sei
b # 0 und b, # 0, dann gilt

lim (a, +b,) =a+b lim A-a,=X-a,AeR lim a, -b,=a-b lim 2o = ¢

Funktionsterme der Folge konnen (miissen) vor Anwendung der Grenzwertsiatze umgeformt (d.h.
gekiirzt oder erweitert) werden.

Beispiel:

8&n — 2
im
n—oo 4dn 4 3

lim ((—1)" + 2)

n—oo

3.2 Grenzwerte von Funktionen

Das Prinzip der e-Umgebung bei der Grenzwertbetrachtung von Zahlenfolgen lasst sich genauso
auch auf Funktionen anwenden (n(e) ist nun eine reelle Zahl und kann bei Betrachtung fir
xr — —oo auch negativ sein).

Der Zusammenhang mit Folgen ist auch dadurch gegeben, dass man sich bei der Betrach-
tung von Grenzwerten wie lim f () die Bewegung x — oo auf der z-Achse als Zahlenfolge

x, vorstellen kann. Durchlduft dann = die Werte dieser Zahlenfolge z,,, so durchlauft f(z)
die Werte der Folge f(z,), die man sich als Zahlenfolge auf der y-Achse vorstellen kann.

12



3 Folgen und Grenzwerte

Definition 2.1: Grenzwert einer Funktion

Der Grenzwert (GW) einer Funktion an der Stelle xy existiert und ist gleich g (rechtsseitigen

GW, linksseitigen GW), d.h. lim f(z) = g bzw. ( lim f(z) =g, lim f(x)=g), dann
T—T( T—T0+ T—xo—

wenn fir jede Folge x,, im Definitionsbereich der Funktion, die gegen zy geht, gilt, dass die

Folge f(x,) gegen g strebt.

Eingeschlossen sind die Fiille 7o — +00 und lim f (x) = +o0.

T—T0

Da sich die Definition eine Grenzwerts einer Funktion auf die Definition von Grenzwerten von
Zahlenfolgen zuriickfiihren lasst, lassen sich auch die bereits erwihnten Grenzwertsétze auf Funk-
tionen tbertragen. Dabei miissen ggf. die Funktionsterme vor Anwendung der Grenzwertsétze
umgeformt (d.h. z.B. gekiirzt oder erweitert) werden, da sogenannte unbestimmte Ausdriicke

entstehen konnen:
0 +o00 0

0 400’

Beispiel:
lim (2° 4 22% + 2+ 2) =

T—r00

Durch geschickte Umformungen (oder durch die Anwendung der Regel von de L’Hospital in
0 o0

den Fallen o’ i—) kann man dann versuchen, in diesen Fallen einen moglichen Grenzwert zu
00

bestimmen.

Beispiele:

Jim (Vo +1-va)

13



3 Folgen und Grenzwerte

Beispiel: Untersuchung des Verhaltens der Funktionswerte an der Definitionsliicke z¢ = 2

3z 6
= = 3
/(@) x—2 * x—2
/()
x
Annaherung an 2 von links: Annaherung an 2 von rechts:
Sei x,, eine beliebige Folge, Sei x,, eine beliebige Folge,
die gegen 2 strebt und die gegen 2 strebt und
deren Folgeglieder x,, < 2 sind. deren Folgeglieder x,, > 2 sind.

lim f(x,)= lim (3+ )=3—00=—0o0 lim f(z,)= lim (3+

)=34+00=00

n—00 n—o0 T, — 2 n—o0 n—o00 T, — 2
Damit ergibt sich: Damit ergibt sich:

li = lim (3 6 )_ 3—00=— li = lim (3 0 y_ 3 =
ivlgl—f(x)_wlgl—( +ZL‘—2)_ T T $i>r£l+f($)_$i>rgl+( +a:—2)_ Toeo=0o

Merke:

Geht bei einem Funktionsterm mit konstantem Zahler der Nenner gegen null, ist der
Grenzwert unendlich gro (£00).

14




3 Folgen und Grenzwerte

3.3 Stetigkeit

Stetigkeit bei Funktionen bedeutet, dass bei einer ein kleinen Anderung von x auch nur eine kleine
Anderung von f(z) passiert, dies wird durch folgende mathematische Defintion ausgedriickt.

Definition 3.1: Stetigkeit(e — §)-Umgebung

Eine Funktion f : D — R ist an der Stelle xq € D stetig, wenn Ve > 0 36 > 0, so dass
Ve € D gilt: |x — xo| < 0 = |f(z) — f(z0)| < €. Dabei wird zuerst die Fehlertoleranz e
vorgegeben, die Schranke ¢ hangt von der Wahl e von ab:[6]

~
flxo)+e flo)+e
flxo) f—--—-—— - gl o)} —--=--—--- o
od-€ ; fod-€

Eine fiir den Nachweis der Stetigkeit oft praktischere Definition liefert das Folgekriterium [5]:
f(x)

Definition 3.2: Stetigkeit - Folgekriterium

Eine Funktion f : D — R ist an der Stelle zy € D stetig, wenn fiir alle Folgen(z,),en
aus D mit T}gl(}o x, = xo gilt: nh%rgo f(zn) = flxo) = f (Jg{)lo xn) Diese Definition beinhaltet,
dass im Falle der Stetigkeit der Funktionswert f(z) existieren muss. Die Funktion heifit
stetig, wenn sie an jeder Stelle des Definitionsbereichs stetig ist.

Fazit: Bei einer stetigen Funktion kann man den Limes in die Funktion hineinziehen

Aus der obigen Definition ergibt sich folgende praktische Vorgehensweise, um zu priifen, ob eine
Funktion f an der Stelle z stetig ist:

15



3 Folgen und Grenzwerte

Merke:

 Die Funktion ist an der Stelle xy definiert und f(x() existiert.
o Der rechts- und linksseitige Grenzwert existieren, sind beide an der Stelle z( gleich
und stimmen mit dem Funktionswert f(zq) tiberein.

Anschaulich: Kann man den Graphen einer Funktion ohne den Stift abzusetzen zeichnen, ist
diese stetig. Funktionen hingegen die einen Sprung aufweisen, sind unstetig, zum Nachweis

betrachtet man hier den rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert und zeigt, dass diese verschieden
sind.

()

Beispiel:

o) = {x, wenn ¢ < 1 .

rz+1, wennx >1

Manchmal ist der Definitionsbereich entscheidend dartiber, ob Stetigkeit vorliegt oder nicht.
Untersuchung jeweils auf Stetigkeit an der Stelle xq = 0:

f(z)
x +1, falls x>0,
flx) ===
|| —1, falls <0 T
f(z)
+1, falls x>0,
f(z) =sgn(z) =< 0, falls z=0,
—1, falls z<0. xr

16



3 Folgen und Grenzwerte

Der Zwischenwertsatz driickt die Eigenschaft des ,,durchgezogenen Graphens* aus:

Definition 3.3: Zwischenwertsatz

Der Zwischenwertsatz sagt aus, dass eine reelle Funktion f, die auf einem abgeschlossenen
Intervall [a, b] stetig ist, jeden Wert zwischen f(a) und f(b) annimmt.

Haben insbesondere f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen, so garantiert der Zwischenwert-
satz die Existenz von mindestens einer Nullstelle, dieser Sonderfall ist als Nullstellensatz
von (Bernard) Bolzano bekannt.

Falls f und g stetige Funktionen sind, dann sind auch stetig:

Zudem sind auch alle Polynome und jede rationale Funktion stetig. Aud der Grenzwertbetrach-
tung und Anwendung des Zwischenwertsatzes kann man nun nachweisen, dass jedes Polynom
ungeraden Grades (wenigstens) eine reelle Nullstelle besitzt.

Definition 3.4: Satz vom Maximum/Minimum

Es existieren stets Werte zg, 21 € [a, b], so dass gilt: f(z¢) < f(z) < f(x;1). Das Maximum/-
Minimum einer stetigen Funktion wird also in wenigstens einem Punkt des Definitionsinter-

valls angenommen.
Auch bekannt als Satz von Weierstraf3[13], einem deutschem Mathematiker, 1815-1897.

___—Maximum

f(b)

f(a)
TT—Minimum
Eine auf [a,b] definierte stetige =

Funktion, die ihr Maximum und
Minimum annimmt

17



4 Differentialrechnung Teil 1

4.1 Differenzenquotient

Ziel ist die Bestimmung der
des Graphens.

eines Graphen in einem beliebigen Punkt

Bisher: Neu:
Linerare Funktion
f() f(z)
x x
Steigung ist iiberall gleich!!! Im Allgemeinen ist die Steigung in jedem Punkt
verschieden!!!

Idee: Um die Steigung in einem Punkt zu erhalten, legt
man in diesem Punkt einesog.
an. Das sogenannte Tangentenproblem geht auf den
Mathematiker Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 bis 1716)
zuriick.

Abbildung 4.1: Gottfried Wil-
helm Leibniz[10]

Merke:

Die Tangente ist eine Gerade, die durch den Punkt verlduft und sich in der Umgebung des
Punktes bestmoglich anschmiegt.
Die Steigung dieser Tangente nimmt man als Steigung im Punkt!!!

Wie gelangt man an diese Tangente?

18



4 Differentialrechnung Teil 1

Beispiel: f(z) = 2* (Normalparabel)
Bestimmung der Steigung

im Punkt Py( x| 2?%) :

1. Man wahlt einen Punkt (), der etwas weiter
rechts (oder links) von P liegt.

284

204

Q2

2. Bilde die Steigung der sog. Sekante, die
P, und )y verbindet, und berechne deren
Steigung;:

A
3.Um die Steigung der gesuchten Tangente zu Sekante
erhalten, schiebt man den Punkt () immer
naher zum Punkt P, in dem man ~ gegen e [ Tangente
laufen lasst. I
f(@o) |---- :
0 :v(; zo+h

Mittels der ersten Ableitung f’(z) kann man jetzt sofort die Steigungen fiir beliebige Punkte
berechnen, indem man deren x-Koordinaten in f’ einsetzt, z.B. fiir die beiden obigen Beispiele:
P(2]4)= fl(2)=2-2=4

P1]1) = F(1) =
oder z.B.:

Pys(=319) = f'(=3) =

Definition 1.1: Ableitung

Die Funktion f(x) heit differenzierbar in z, falls der Grenzwert

fa) — i L) = 1)

h—0 h

existiert. f'(x) heifit Ableitung von f an der Stelle .

19



4 Differentialrechnung Teil 1

Eine alternative Herleitung der Ableitung ergibt sich iiber
das sog. Geschwindigkeitsproblem von Sir Isaac Newton
(1643-1727). Sei s(t) die bis zur Zeit t zuriickgelegte Weg-
lange eines Massepunktes bei geradliniger Bewegung.

Bei gleichformiger Bewegung, das s-t-Diagramm ist linear
s(t) = v -t (z.B. KFZ mit gleichbleibender Geschwindig-
keit, Forderband), ist der Quotient v = %ﬁtw konstant
(Geschwindigkeit konstant) und damit von den Zeitpunk-
ten ¢y, t unabhéngig und gibt die Geschwindigkeit v des
Massepunktes an. Bei einer beschleunigten Bewegung (bei
einer gleichméafig beschleunigte Bewegung wére das s-t-
Diagramm eine Parabel s(t) = £-¢?) kann dieser Quotient
nur eine Durchschnittsgeschwindigkeit sein. Die Momen-
tangeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢, ergibt sich dann als

Grenzwert v(tg) = §'(tg) = }E{l %ﬁéto)
0

Abbildung 4.2: Sir Isaac New-
ton[11]

Merke:

Da fiir die Steigung einer Tangente bekanntlich gilt m = %, ergibt sich die Einheit der

Ableitungsfunktion ebenfalls als Quotient der Einheiten der y-Achse und z-Achse.

s(t) in km
tin h
v(t) in
tin h
a(t) in
tinh
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4 Differentialrechnung Teil 1

Definition 1.2: Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Es sei f: [a,b] — R eine Funktion, die auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] (mit a < b )
definiert und stetig ist. Aulerdem sei die Funktion f im offenen Intervall (a, b) differenzierbar.
Unter diesen Voraussetzungen gibt es mindestens ein xy € (a,b), so dass

f(b) = f(a)

f(wo) = b—a

gilt. Geometrisch gedeutet bedeutet dies, dass die Sekantensteigung an mindestens einer
Stelle zwischen a und b als Steigung der Tangente am Funktionsgraph auftritt.

Y P

) ) Sekante /
Im obigen Zusammenhang wo f die ;o
Strecke abhéngig von der Zeit be- y=[(
schreibt, sagt der Mittelwertsatz aus, RN
dass in der Zeit zwischen a und b __' ) = g
man mindestens zu einem Zeitpunkt e
so schnell gewesen sein muss, wie die ”
Durchschnittsgeschwindigkeit. ‘ Tangente bei ¢

-
a [& b X
4.2 Ableitungsregeln
Im Folgenden seien die Funktionen f, g an der Stelle x differenzierbar.
Definition 2.1: Potenzregel
Fir die Ableitung von Potenzfunktionen gilt:
flz)y=2" neQ
fl(x)=mn- 2!
Beispiele:
fla)=a* fla) =4 fla)=a? fla) =
flx) = fl(x) = fi(x) = fi(x) =
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4 Differentialrechnung Teil 1

Definition 2.2: Faktorregel

fla)=c-a"
flx)=c-n-az"*
Beispiele:
fla)=2-a° fl@
f'x) = f(x

Definition 2.3: Summenregel

(f () +9(x)) = f(z) + ¢'(z)

Merke:

&I
3
I
=
=
(oW
B
I
8
M=

22
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5 Differentialrechnung Teil 2

5.1 Graphisches Ableiten

Im Folgenden sollen Zusammenhénge zwischen dem Graph einer Funktion und dem Graph
deren Ableitung identifiziert werden.

Man erkennt folgende Zusammenhéange:

f hat /' hat f" hat

23



5 Differentialrechnung Teil 2

5.2 Berechnung von Extrema

Die zuvor festgestellten Zusammenhange werden nun fiir die Berechnung von Extrema verwendet,
am Beispiel von:
f(z) = 2® — 62° + 9z

Notwendige Bedingung:
f'x)=0

Hinreichende Bedingung:
1. Moglichkeit mittels Vorzeichenwechselkriterium von f’

2. Moglichkeit unter Verwendung der 2. Ableitung:

f'(x) =0und f"(z) #0

Berechnung der y-Koordinate:

24



5 Differentialrechnung Teil 2

5.3 Berechnung der Wendepunkte

Notwendige Bedingung:
f'(x) =0

Hinreichende Bedingung:

f'(x) =0und f"(z) #0

Berechnung der y-Koordinate:
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6 Weitere Funktionen und
Ableitungsregeln

6.1 Die e-Funktion

Die e-Funktion ist eine Exponentialfunktion mit Basis
e~ , der sog. FEuler’schen Zahl, benannt

Abbildung 6.1: Leonhard Euler
[12], 1707-1783

Skizze: Wichtige Eigenschaften der e-Funktion
f(x) sind:
D—
W:
x
f'(x) =
Merke:

Fir die Ableitung der e-Funktion gilt:
Die e-Funktion bleibt unverdndert, davor schreibt man die Ableitung des Exponenten als
Faktor (siche Kettenregel).
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6 Weitere Funktionen und Ableitungsregeln

Beispiele:
f ) = 62:5 f(l‘) — 63m+1 f(fL’ — eac2
f'(x) = f'(x) = () =
flz)=¢e" f(x) =e** + 2% + 4o f(z) =2 +¢°
f'(x) = f'(x) = f'(x) =
f(z) =2? €"
f'(x) =

Ein Produkt von zwei Funktionstermen kann nicht einfach einzelnd, wie bei einer Summe,
abgeleitet werden:

fz) =2 +e* fz) = 2% e
Definition 1.1: Produktregel

Die Funktionen v und v seien im gemeinsamen Definitionsbereich tiberall differenzierbar.
Dann gilt:
(w-v) =u - -v4+u-v

Esist f(x) = u(x) - v(x), dann ist:

f'(x) = lim flot h})L — i@ _ lim u(z +h) v +hh) —u(z) - v(x)

Durch Addition und Subtraktion von M ergibt sich:

, . u(x+h)-vlx+h)—ux) v(x+h)—u(z) v(z)+ux) - v(x+h)
fiz) = lim h

Ausklammern von v(z + h) sowie u(x) liefert dann:

Unter Verwendung der Grenzwertsétze ergibt sich:

fl(z) = Ilg% (u(z +h) = U}Ex)) ~v(x + h) N }1112% u(x) - (v(x _;; h) —v(z))

fx) = lim (ulz + h})L —ul@) lim v(z + h) +u(z) - lim (v(z + h}i —v(@))
f(z) = u'(z) - v() + u(z) - V' ()
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6 Weitere Funktionen und Ableitungsregeln

Beispiele:
f(z) =e* - 4a f(x) =2 ¢e*
f'(x) = f'(x) =
f(@) = (a® = 2z) - 2" fla)=e"(z=3)
f'x) = f'(x) =

Damit man mit der ersten Ableitung weiter rechnen kann (um beispielsweise Extrema zu
bestimmen), klammert man den e-Term aus.
Ubung: Klammern Sie in den Ableitungen aus obiger Ubung jeweils den e-Term aus.

Exkurs: Gewinnung der Euler’schen Zahl aus der Tangente an der Stelle x = 0

Sei f(z) = e”:

. flx+h)—fx) . eTh—er Tl —e”
! — — -_ = _
o) = Jim = = im
€h—1 6h-‘rO_eO
! A — T 15 — T, /
o) = i = e fi e = 1)

Damit die Ableitung der e-Funktion wieder die e-Funktion ergibt, misste f'(0) = 1 gelten.
Die Steigung der e-Funktion an der Stelle x = 0 lasst sich durch eine Gerade mit Steigung 1
annahern, d.h.:

e~ (1+x)

Damit lésst sich die gesuchte Zahl e bestimmen:

1 n Llin 1n
e=e =e¢ (em) (—i—n)

Lésst man nun n — oo laufen, ergibt sich als gesuchte Basis und als mogliche Definition der
Euler’schen Zahl e:

. I\"
e = lim (1 + >
n—0o0 n
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6 Weitere Funktionen und Ableitungsregeln

6.2 Die In-Funktion

Die Funktion f(x) = In(z) ist eine sog. Logarithmusfunktion zur Basis e (natiirlicher Logarith-
mus) und die Umkehrfunktion der e-Funktion.

Merke:

Die Umkehrfunktion entsteht graphisch, wenn man den monoton steigenden (bzw. fallenden)
Bereich (nur hier ist eine Funktion umkehrbar, vgl. f(z) = 2?) an der Geraden g(z) = z
spiegelt. Rechnerisch erhalt man diese durch Vertauschen von x und y und moglicher
Umformung nach y.

Skizze: Wichtige Eigenschaften der In-
f(x) Funktion sind:
D=
W:
x
f(x) =

6.2.1 Ableitung besonderer Formen von Exponentialfunktionen

Falls die Variable im Exponenten und/oder in der Basis vorkommt, kann man die Funktion wie
folgt als e-Funktion schreiben und dann ableiten:

fla) = (z)*
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6 Weitere Funktionen und Ableitungsregeln

6.3 Quotientenregel

Sind die Funktionen u und v in ihrem gemeinsamen Definitionsbereich an der Stelle x differen-
zierbar und es gilt v(x) # 0, dann gilt:

(u)’ uv—u-v
v V2

Definition 3.1: Kettenregel

Mittels der Kettenregel lasst sich die Ableitung zweier miteinander verketteter, differenzier-
barer Funktionen f und ¢ bestimmen. Es gilt:

(flg(@) = g(@) - f'(g9(x))

Merke: Innere Ableitung - auflere Ableitung (mit innerer Funktion eingesetzt).

Ubungen zur Ableitung mittels Kettenregel:

f2) = (3 +1)° f(z) = e+

f'(a) = f(z) =
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6 Weitere Funktionen und Ableitungsregeln

6.4 Ableitung der Umkehrfunktion

Offensichtlich gilt
z=f(f(x))

Ableiten unter Verwendung der Kettenregel liefert als Formel fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion:

Merke:

Fir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt:

—1y\/ _ 1
U= Fa)
Ubungen zur Ableitung der Umkehrfunktion:
f () = In(x) f1(z) = arcsin(x)
(f7)(x) = (f7) (@) =
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{ Trigonometrische Funktionen und
Ableitungen

7.1 Die sin(x)-Funktion

Die Sinusfunktion f(z) = sin(z) ist eine sogenannte trigonometrische Funktion. Man erhélt den
Graphen, indem man abhingig von dem Winkel z, der auf der x-Achse abgetragen wird, die
Lénge der Gegenkathete des Winkels x im Einheitskreis, also den sin(x), als y-Wert eintréigt
(vgl. Animation auf Wikipedia [14]):

[

Eigenschaften der Sinus-Funktion:

Definitionsbereich: Nullstellen:
Wertebereich: Extremstellen:
y-Achsenschnitt: Wendestellen:
Symmetrie:

Durch Graphisches Ableiten erkennt man, dass gilt: f'(z) =
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7 Trigonometrische Funktionen und Ableitungen

Definition 1.1: Ableitungskreislauf fiir Sinus/Cosinus

Es gilt:

Eigenschaften der Kosinusfunktion:

Definitionsbereich: Nullstellen:
Wertebereich: Extremstellen:
y-Achsenschnitt: Wendestellen:
Symmetrie:
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7 Trigonometrische Funktionen und Ableitungen

Ubungen zur Ableitung von Trigonometrischen Funktionen:

f(z) = cos(x) f(z) = 10sin(x) f(z) = €® - sin(x)
f'(x) = f'x) = f'(x) =
F(x) = sin(z?) f() = sin?(z) f(w) = tan(z)
f'(x) = f'x) = f'(x) =
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8 Steckbriefaufgaben und Lineare
Gleichungssysteme

8.1 Synthese aus gegebenen Punkten

Gesucht ist eine Gerade, die durch die Punkte A(1|3) und B( —3| — 5) verlduft:
gesucht: f(z)=m-z+0b
gegeben:

Gesucht ist eine Parabel, die durch die Punkte A(1]6), B(2|11) und C(—2|3) verlduft:

gesucht: f(z) =
Merke:  Parameter sind gesucht, dann benétigt man auch ~~ Bedingungen /Informa-

tionen
gegeben:

35



8 Steckbriefaufgaben und Lineare Gleichungssysteme

Ubung;:

Bestimmen Sie den Funktionsterm einer ganzrationalen Funktion 3. Grades, deren Graph durch
den Ursprung verlauft, einen Extrempunkt A( 1|10 ) besitzt und bei z = —1 eine Wendestelle
hat.

8.2 Lineare Gleichungssysteme

8.2.1 GauB-Verfahren

—2r + 4y = 4
3r + y = —2,5
Ziel:
Man darf:
Abbildung 8.1: Carl Friedrich
. Gauf§[9],  1777-

1855
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8 Steckbriefaufgaben und Lineare Gleichungssysteme

—2r + 4y = 4
3r 4+ y = —-2,5

(—Qx + 4y = 4)

) Nebenrechnung (Kopfrechnung):

( i

Losung aufgeschrieben als ein sogenannter Vektor (Losungsvektor):

)= ()

Ubungen:
) y
e Sr o+ oy = -1 r + y — 22 = =3
( e oy = 9 ) 2 — y + 3z = 9
—4dr + 2y — z = =3
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8 Steckbriefaufgaben und Lineare Gleichungssysteme

Ubung:
a)
r + y — 2z = =2 b)
2 + 3y + 2z = 7T 2 — 3y =1
3r — 2y + 22 = 5 —6x + 9y = 2
Merke:

Bei LGS, die gleich viele Zeilen wie Variablen haben, kann man nach Durchfithrung des
GauB-Verfahrens (Herstellung der Stufenform) die Losungsart in der letzten Zeile ablesen,
es gibt 3 Falle:
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8 Steckbriefaufgaben und Lineare Gleichungssysteme

Beispiel zu Fall 3:

T — 14y 4+ Tz = 21
r — 10y + 5z = 15
—2r + 4y — 2z = —6

Die unendlich vielen Losungen in Vektorschreibweise:

+k-

IS IS
I

Ubung;:
Das folgende LGS hat unendlich viele Losungen, berechnen Sie diese und schreiben Sie diese
in Vektorschreibweise auf.

2 + 4y — 2z = 3
2c + y — Tz = =3
dr + 8y — 2z = 6
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8 Steckbriefaufgaben und Lineare Gleichungssysteme

8.2.2 Uberbestimmte LGS

Fithren Sie, wie gewohnt, das Gauf3-Verfahren durch und geben Sie danach die Losung des
LGS an:
a)

9 6y = 3 b)
x_8y_1 2, + dxy = 0
Ty =7 £, 4+ 225 = 0
e — 20y = 2

4.T1 + SZEQ =7
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O Summen und Reihen

0.1 GauB’sche Summenformel

Die Summe der ersten 10 natirlichen Zahlen

14+243+445+64+7+84+9+10=) i

1=

Wie lautet die Summe der ersten 100 naturlichen Zahlen?

100

> i=?

=1

1+24+34+4+5+...4+49+50+51+...+95+96+97+98+99+100

Allgemein fiir die Summe der natirlichen Zahlen

bis n ergibt sich die Gauf’sche Summenformel: Abbildung 9.1: Carl Fried-
. rich  Gau [9],
S - n-(n+1) 1777-1855
2

=1

Wie kann man die Allgemeingiiltigkeit dieser Formel beweisen?

9.1.1 Vollstandige Induktion

Beweise von Aussagen iiber natiirliche Zahlen erfolgen oft mittels des Beweisverfahrens namens
Vollstandige Induktion.
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9 Summen und Reihen

1. Induktionsanfang:
Bestétige die Vermutung fiir das kleinste n:

2. Induktionsschritt von n nach n + 1:
Man nimmt an (und darf dabei verwenden), dass die Aussage fiir n gilt und versucht, durch

Umformungen die Aussage fiir n 4+ 1 herzuleiten:

9.2 Lineare Regression

1. Ist der Zusammenhang zwischen = und y aus der
Theorie bekannt, setzt man entsprechend an.

2. Man orientiert sich an der Punktwolke und sucht einen
sinnvollen Funktionstyp als Ansatz.

Abbildung 9.2: Messpunkte
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9 Summen und Reihen

Problem, in der obigen Summe der Abweichungsquadrate sind zwei Variablen m und b vorhanden.
Mehrdimensionale Analysis oder Matrizenrechnung wird dazu benétigt.
Es ergeben sich folgende Losungen:

n
> iy — nTy
=

n
Z xf — ni?
i=1

und b = y — mz (wobei y und & jeweils die arithmetischen Mittelwerte der y-Koordinaten bzw.
x-Koordinaten sind).

Ubung:

Gegeben sind die Punkte P(—3, 14), Py(—2, 11), P5(0, 5), Py(2, —1) und P5(8, —19).
a) Bestimmen Sie die durch diese festgelegte Regressionsgerade.

b) Bestimmen Sie weiterhin den Korrelationskoeffizient.

n
in% — nxy
—
r="-"—-—
NSzSy

wobei

n;3

Sy = le(%_ff = % > ai —nz
i=1

die Standardabweichung der xz-Werte und s, entsprechend fiir die y-Werte definiert ist. Liegt r
betraglich nahe bei 1, so ist die Ndherung gut, sonst schlecht. Was ist hier der Fall?

9.3 Wichtige Reihen

n $2 3 4

e~ AN
e _T;n!_1+x+2!+3!+4!+...
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9 Summen und Reihen

sin(x)

cos(z)

X

1!

€T —

1

a_
1 —

3

T

3!

.’133

6

2

T

ZL’2

2

20

5

7

X X
° x’
120~ 5040
ZL’4 5(36
P
A
24 720

44

379

+ ...

IS

T

+ ...

9! 11!

xll

ZL‘lO

10!

+ ...

+ ...

(9.1)

(9.2)

(9.3)

(9.4)



10 Integralrechnung und ihre
Anwendungen

10.1 Unbestimmte Integrale

Betrachtet wird nun die Umkehrung des Ableitens, das Aufleiten bzw. Integrieren:
Gegeben ist eine Funktion f, man sucht eine Funktion F' von der diese abstammt, d.h.

Definition 1.1: Stammfunktion

Eine differenzierbare Funktion F' heifit Stammfunktion einer gegebenen Funktion f, falls

gilt: F'(x) = f(x).

oder:

oder:

oder:

oder:

gegeben: f(x) ==z

gesucht: F(z) =

Schreibweise:

allgemein (Potenzregel):

fla) ="

F(x) =

Merke:

Der wird um
.. erhoht,

davor kommt der

des erhohten Exponenten

/xde =

Definition 1.2: Unbestimmtes Integral

Das unbestimmte Integral

[ () de = F(a) + cmit c €

gibt die Menge aller Stammfunktionen an.
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10 Integralrechnung und ihre Anwendungen

Wie beim Differenzieren gilt auch beim Integrieren die Faktor und Summenregel.
Als erste Integrationsregel betrachten wir einen Spezialfall der Integration mittels Substitution:

Merke:

Bei einer verketteten Funktion, bei der die innere Funktion linear ist, schreibt man den
Kehrwert der inneren Ableitung vor die aufgeleitete d&ulere Funktion (wobei die innere
Funktion darin unverandert bleibt), z.B.:

/e3x+1dx = /cos(?x + 1)dx =

10.2 Bestimmte Integrale und Flacheninhalte

Ziel ist die Bestimmung des Flacheninhalts, den der Graph einer Funktion f mit der x-Achse
einschliefit. Das bestimmte Integral als Grenzwert von Ober- und Untersummen (Darboux-
Riemann-Integral) beruht auf der Idee, den Flicheninhalt mittels einfach zu berechnender
Recktecksflichen anzundhern. Als Voraussetzung dafiir reicht die Beschranktheit der Funktion
f im Intervall [a;b] und die dortige Stetigkeit bis auf endlich viele Ausnahmen.

Das Intervall [a;b] wird dazu in n Teilintervalle [z;_1; x;] mit i = 1, ..., n zerlegt [3][2].

Funktion f(x) =£x2 ]

vona=[1 ]bisb=£3 ]

Anzahl der Unterteilungen

20

0 1 2 3 4 5 6 7 8

©o
o

Eine obere Schranke fiir diese rechteckigen | M;= max f (x)
Fliicheninhalte erhalt man, indem man £(&;) Al

durch den jeweils groBten Funktionswert M; | 7 = cfin xi]f )
im Intervall [x;_;;x;] nach oben abschitzt. : L
(B s o) = (o
Ebenso erfolgt eine Abschétzung nach unten z:lm' G I = y lM‘ (xi = %i-1)
. 5= i=
durch den jeweils kleinsten Funktionswert ~ 2R -~
m; im Intervall [x;_; x;]. U, = 0,
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10 Integralrechnung und ihre Anwendungen

Definition 2.1: Bestimmtes Integral

Eine Funktion f im Intervall [a; b] heifit integrierbar, wenn die Untersumme U,, und Ober-
summe O,, bei feiner werdender Zerlegung gegeneinander konvergieren. Der gemeinsame
Grenzwert heifit bestimmtes Integral von f iiber [a;b] und man schreibt:

b
Ji U = Jimg O = [ f(a) d

Besitzt die Funktion f eine Stammfunktion F', ldsst sich das bestimmte Integral mittels F' berech-
nen. Da f die stetige Ableitung von F ist, lasst sich der Mittelwertsatz der Differentialrechnung
4.1 auf die Stammfunktion ' anwenden.

y

n -

Die inneren Summanden heben sich gegenseitig auf, so dasss nur noch F(b) — F'(a) tiberbleibt.
Damit ist:

Somit muss der gemeinsame Grenzwert von Ober- und Untersumme F'(b) — F'(a) betragen.

Mittels des Hauptsatzes der Integralrechnung besteht die Moglichkeit, Flacheninhalte, die der
Graph von f mit der z-Achse einschliefit, zu berechnen.
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10 Integralrechnung und ihre Anwendungen

Definition 2.2: Hauptsatz der Integralrechnung
Sei f im Intervall [a;b] stetig und f habe eine Stammfunktion F', dann gilt:

[ 1@) de = F(b) = F(a)

Das bestimmte Integral liefert die

QT im Intervall
[a; 0]
a) Bestimmen Sie den Flicheninhalt, den der Graph von f(z) = z? — 2z zwischen den

Nullstellen mit der z-Achse einschlief3t.

b) Berechnen Sie

22 dx

ll\’\w

und deuten Sie das Ergebnis.

Merke:

Um den tatsachlich vorhandenen Gesamtflacheninhalt zu ermitteln, kann man
a) die Betriage der Teilintegrale bilden, wobei die Nullstellen die Trennstellen sind

b) ggf. Symmetrien ausnutzen

Stammfunktion als Fldcheninhaltsfunktion [4] A(x) sei die Fliache unter dem Graphen einer
stetigen Funktkion f zwischen der (festgehaltenen) Untergrenze a und einer (variablen) Ober-

48



10 Integralrechnung und ihre Anwendungen

grenze z im Intervall [a;b]. A kann somit als Flidcheninhaltsfunktion bezeichnet werden. Die
Flache zwischen a und b ergibt sich dann als Funktionswert A(b).

A flx) Flacheninhalt A(x)

a X b
Es wird untersucht, wie sich A(x) unter einer kleinen Anderung von z verhilt:

A Flacheninhalt
Alx +h) = A(x)

Ist h sehr klein, so ist dieser Streifen sehr schmal. Da f laut Voraussetzung stetig ist, sind alle
Funktionswerte innerhalb des Intervalls [x; x + h] ungefahr gleich grof§ (und werden einander
immer dhnlicher, je kleiner h ist). Der Flacheninhalt des Streifens kann daher durch jenen eines
Rechtecks mit Seitenldngen h und f(z) approximiert werden:

Alx +h) — A(x) =

Je kleiner h wird, um so genauer gilt diese Naherungsformel. Division durch A und Grenzwert-
bildung fiir A — 0 liefert:

D.h. die Flicheninhaltsfunktion A(x) ist also eine Stammfunktion von f(z). Existiert eine
Stammfunktion F', dann gilt:
A(x) = F(z) + ¢

Da A(a) = 0 ist, folgt ¢ = —F(a), und die gesuchte Flache A(b) ist daher gleich

Sei f im Intervall [a;b] stetig und f habe eine Stammfunktion F, dann ergibt sich der
Hauptsatz der Integralrechnung;:
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10 Integralrechnung und ihre Anwendungen

Merke:

Fir die Einheit des Ergebnisses einer Integration gilt, dass die Einheiten der x-Achse und
y-Achse miteinander multipliziert werden.

10.3 Partielle Integration

Diese Integrationsregel kann man als Produktregel der Integration auffassen und ergibt sich aus
dieser:

Definition 3.1: Partielle Integration

Die Funktionen u und v seien im Intervall [a; b] stetig differenzierbar, dann gilt:

/u’-vdx:u-v—/u-v’dx

Merke: Wahle v als die Funktion, die sich beim Ableiten vereinfacht.

Beispiele:

a)

/ez~3xdm

/Zx -sin(zx) dx
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10 Integralrechnung und ihre Anwendungen

10.4 Integration mittels Substitution

Dieses Integrationsverfahren wird meist bei verketteten Funktionen angewendet. Man kann
versuchen die innere Funktion zu substituieren (insbesondere, falls dessen Ableitung im Funkti-
onsterm vorkommt).

Beispiele:
a)
/(21’ +1) e dy

Als wichtiger Spezialfall gilt:
b)

Ableitung N
/ SUURGTERRET _ In|Nenner| + ¢
Nenner

10.5 Partialbruchzerlegung

Zweck: Integration von echt gebrochen rationalen Funktionen.
Idee: Mittels Partialbruchzerlegung wird der Bruch in einfacher zu integrierende Teilbriiche

zerlegt (siche oben).
Der Ansatz fiir die gesuchten Partialbriiche ist abhédngig von der Anzahl und Art der Nullstellen

des Nenners, es gilt:

Art der Nullstelle Ansatz
. ) A
jede einfache NS z,,
T — T
B C

doppelte NS z, +
r—x, (r—mx,)?

Dx+ FE
24+ k

komplexe NS
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10 Integralrechnung und ihre Anwendungen

Beispiel:
a)

/ 20 +1 d
—dx
2 — 32+ 2
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11 Komplexe Zahlen

11.1 Kartesische Darstellung

Die komplexen Zahlen sind eine Erweiterung der reellen Zahlen. Definiert man die Zahl ¢ mit
i? = —1, die sogenante imaginire Einheit, lassen sich Gleichungen l6sen, die in den rellen Zahlen
keine Losung haben. Betrachte folgende Gleichung:

24+4=0

Dies bedeutet, dass jedes Polynom positiven n-ten Grades iiber den komplexen Zahlen n
Losungen (relle und/oder konjugiert komplexe Losungspaare) besitzt, was fir reelle Zahlen nicht
gilt. Diese Eigenschaft ist der Inhalt des Fundamentalsatzes der Algebra.

Komplexe Zahlen lassen sich graphisch darstel- Geometrische Auswirkung:
len als Pfeile (Zeiger) in der sog. Gauf’schen Im
Zahlenebene:

Kartesische Darstellung
einer komplexen Zahl:

z=a+b-1
R
Bsp:
21:3+3Z
zo=b+1-1
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11 Komplexe Zahlen

Addition: Geometrische Auswirkung:
21+ 20 = Im
Re
Im
Multiplikation mit einem Skalar
(reelle Zahl):
2-21= Re
Im
Multiplikation zweier komplexer
Zahlen:
21 Ry =
Re
Konjugiert komplexe Zahl: Im
z1 =
Re
Betrag (Lange) einer Im
komplexen Zahl:
||
Es gilt: 2 -z = |22
Re

11.2 Trigonometrische Darstellung

Ein Zeiger lasst sich auch eindeutig tiber dessen Lange » und dem Winkel ¢, den dieser mit der
x-Achse einschlieit, beschreiben. Dies sind die sogenannten Polarkoordinaten (7, ¢).
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11 Komplexe Zahlen

Im

Definition 2.1: Bestimmung der Polarkoordinaten

Mittels Polarkoordinaten lasst sich eine komplexe Zahl nun in Trigonometrischer Form darstel-
len:
Z=7-cos@-+r7r-sinp-1

11.3 Darstellung in Exponentialform

Ebenfalls mittels Polarkoordinaten ergibt sich die Darstellung in Exponentialform, die z.B. bei
der Bestimmung von Potenzen einer komplexen Zahl hilfreich ist.

2=r-e ¥
Die nach Leonhard Euler benannte Eulerformel (Herleitung tiber Taylorreihen moglich) stellt
eine Verbindung zwischen den trigonometrischen Funktionen und den komplexen Exponential-
funktionen mittels komplexer Zahlen dar:

e'¥ = cos (¢) +sin (p) - i

Fiir den Winkel o = 7 und r = 1 ergibt sich aus der Euler’schen Formel die sogenannte Eulersche
Identitat ‘
e =1

Eine der bekanntesten Formeln in der Welt, die einen Zusammenhang zwischen vier der bedeu-
tendsten mathematischen Konstanten herstellt: der Euler’schen Zahl e , der Kreiszahl 7 | der
imagindren Einheit ¢ sowie der reellen Einheit 1. Umgeformt kommt noch die Null als weitere
mathematisch bedeutende Konstante hinzu:

eT+1=0
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12 Vektorrechnung

12.1 Grundlagen

Ein Vektor ist eine gerichtete Grofle. Vektoren kénnen durch Pfeile dargestellt werden. Jedem
Punkt P im Koordinatensystem lasst sich ein sogenannter Ortsvektor OP zuordnen, der im
Ursprung beginnt und in P endet. Die Koordinaten des Ortsvektors stimmen mit denen von P
iiberein.

Beispiel: A(2|3) und B(6]1)

Definition 1.1: Addition von Vektoren

Die Addition zweier Vektoren:
Vergleiche Kréifteparallelogramm in der Physik! Eine Kraft ist eine gerichtete Gréfle und
lasst sich mittels Vektoren darstellen.

04 + 0B =
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12 Vektorrechnung

Definition 1.2: Multiplikation mit einem Skalar (reeller Zahl)

Bewirkt eine Verdnderung der Lange bzw. der Orientierung, wenn man mit einer negativen
Zahl multipliziert.

3.04 —

Man erhélt den sogenannten Gegenvektor durch Multiplikation mit -1.

Merke:

Prinzip: Endpunkt-Anfangspunkt

AB =
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12 Vektorrechnung

12.2 Ubungen

Aufgabe 1

) ) . 2 - -5
Gegeben sind die Vektoren @ = 5 | b= und ¢ =
Berechnen Sie jeweils den angegebenen Vektor und veranschaulichen Sie dies jeweils durch eine
Zeichnung!|[7]

-

(b) é=a—b (c) f=-2-a (d) €=2-a+b+

W=

S

(a) d=

Aufgabe 2
Geben Sie die Koordinaten der abgebildeten Vektoren an [8]:

7

B
1%

/
\
/
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12 Vektorrechnung

12.3 Betrag eines Vektors

Merke:

Ein Vektor b heiBt normiert, wenn er den Betrag 1 hat, also wenn |E| = 1. Ein belie-
biger Vektor kann normiert werden, indem man ihn mit dem Kehrwert seines Betrages
multipliziert:

1
— 1 — — —
b, = —=b Bsp.: b= [2| ,dann ist b, =
g ,
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12 Vektorrechnung

12.4 Skalarprodukt, Vektorprodukt

ﬁ.§=|f:"|.|,§’|-cnsa.

Definition 4.1: Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren a@ und 5, die den Winkel « einschlieflen, liefert als
Ergebnis ein Skalar (reelle Zahl):

U
>
I

Merke:

In der Praxis verwendet benutzt man oft folgende Berechnung tiber die Koordinaten der
Vektoren:

a, by
as | -+ | b | = aiby + agby + asbs
as bs
Beispiel:
1 -3
2 1| =
0 2
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12 Vektorrechnung

Merke:

Das Skalarprodukt zweier Vektoren @ und b...
...hat das Ergebnis 0, dann stehen die Vektoren senkrecht (orthogonal) zueinander.
...liefert die senkrechte Projektion von a auf g, falls b die Lange 1 hat.

Formt man die Definition des Skalarprodukt nach o um, lasst sich damit der Winkel
zwischen zwei Vektoren berechnen:

Definition 4.2: Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) zweier Vektoren @ und b liefert als Ergebnis einen
Vektor 7, der jeweils senkrecht zu @ und b steht und mit ihnen ein Rechtssystem bildet
(siche rechte Hand Regel). Die Lange dieses Vektors entspricht dem Flacheninhalt des

Parallelogramms, das von den Vektoren @ und b aufgespannt wird.

Nt

[
>
o

Beispiel:

Sy
Il

I R
X

Es findet praktische Anwendung in der Technik: Lorentzkraft, Drehmoment,...

61



12 Vektorrechnung

12.5 Ubungen

Aufgabe 1

Bestimmen Sie die Koordinaten des Mittelpunkts der Strecke zwischen den Punkten A(2|3)
und B(4|1).

Aufgabe 2
Skizzieren Sie die Punkte A(1]1]0), B(2|6|2) und C(4|7| — 1) in ein Koordinatensystem
und berechnen Sie den fehlenden Punkt D, so dass ABCD ein Parallelogramm bildet.

Aufgabe 3
Die Punkte A(—1|0]2), B(2|4|2) und C(—5]|3]10) bilden ein Dreieck.

1. Berechnen Sie die Lange der Seiten des Dreiecks.

2. Weisen Sie nach, dass bei A ein rechter Winkel vorliegt.
3. Berechnen Sie die Groflen der beiden anderen Winkel.
4. Bestimmen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks.
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13 Mengen und Ungleichungen

13.1 Ubungen[1] zur Notation von Mengen

Aufgabe 1

Geben Sie an, welche Zahlen zu den folgenden Mengen gehdren.
(1) A={reN|3<x<8} d) D={xeP|x<40}
(b) B={yeZ| -2<y<4} (e) E={z€Z| |zl <5}

(¢) C={zeN|zistTeiler von 24}

Aufgabe 2
Geben Sie die folgenden Mengen durch Angabe einer Bedingung an, welche die Elemente erfiillen
miissen (vgl. Aufgabe 1).

() A={-1,0,1,2,3,4,56,7,8} d) D={5711,13,17,19}
(b B={56,7.8,...} () E={45}

() C=1{3,6,9,12,15,...} () F={-3,-2,-1,0,1,2,3}
Aufgabe 3

Berechnen Sie...
AUB,BNC,C\D, D\C, DUE und ENF

(a) mit den Mengen von Aufgabe 1! (b) mit den Mengen von Aufgabe 2!

Aufgabe 4
Geben Sie die folgenden Mengen in Intervallschreibweise an.
AUB,BNC,C\D,D\C,DUE und ENF

(a) mit den Mengen von Aufgabe 1! (b) mit den Mengen von Aufgabe 2!
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13 Mengen und Ungleichungen

13.2 Ungleichungen

Beispiel:
—r+7<2x+1
Graphische Losung;: Rechnung:
Merke:

Multipliziert oder dividiert man eine Ungleichung mit einer negativen Zahl, dreht sich das
Relationszeichen um!!!
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13 Mengen und Ungleichungen

Aufgabe 1
Bestimmen Sie die Losungsmenge folgender Ungleichung.
—? 4 >x -2

Tipp: Stellen Sie die Ungleichung so um, dass eine Seite null wird. Bestimmen Sie dann die
Linearfaktorzerlegung und fiirhen damit eine Fallunterscheidung durch.

Graphische Losung: Rechnung:
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13 Mengen und Ungleichungen

13.3 Betragsungleichungen

Wiederholung;:

Merke:

Bei der rechnerischen Losung kann folgender Zusammenhang hilfreich sein: |x|? = 22

Bestimmen Sie die Losungsmenge folgender Betragsungleichung.

lz+2] >3

Graphische Losung: Rechnung:

Rechnung
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13 Mengen und Ungleichungen

Aufgabe 1

Bestimmen Sie die Losungsmenge folgender Betragsungleichung.

|z +1] <3

Graphische Losung;: Rechnung:

Rechnung
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14 Regel von de L’'Hospital

Merke:

Liegt bei einer Grenzwertbestimmung ein unbestimmter Ausdruck der Form
~oder  vor, darf man Zéhler und Nenner getrennt Ableiten und den Grenzwert
danach neu bestimmen. Ggf. kann dies mehrfach erfolgen.

Beispiele:
2 -2 2_5
a) lim rhr—2 b) lim 7o
=1 p—1 z—o0 272 + 61

1
2

e) }E}% (cos )=
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