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10 Integralrechnung und ihre
Anwendungen

10.1 Unbestimmte Integrale

Betrachtet wird nun die Umkehrung des Ableitens, das Aufleiten bzw. Integrieren:
Gegeben ist eine Funktion f, man sucht eine Funktion F' von der diese abstammt, d.h.

Definition 1.1: Stammfunktion

Eine differenzierbare Funktion F' heifit Stammfunktion einer gegebenen Funktion f, falls
gilt: F'(z) = f(x).

2

gegeben: f(x) = allgemein (Potenzregel):

3 fz) ="
gesucht: F(z) =4x
3 —
2 F(x) =
oder: F(x) = %x + 4
3
oder: F(z) = 4=~ Merke:
’ Do Bxpuet” wird um
oder: F(z) = . A erhoht,

davor kommt der
des erhohten Exponenten

.'e)C
Ao+ (e

oder: F(x) =

e
Schreibweise: \e

[ aaz = %f t e ek celR

Definition 1.2: Unbestimmtes Integral

Das unbestimmte Integral
/f(iC)dJU:F(:v)—f-cmitcER

gibt die Menge aller Stammfunktionen an.
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Wie beim Differenzieren gilt auch beim Integrieren die Faktor und Summenregel.
Als erste Integrationsregel betrachten wir einen Spezialfall der Integration mittels Substitution:

Merke:

Bei eir n Funktion, bei der die innere Funktion linear ist, schreibt man den
ehrwert der inneren Ableitung vor die aufgeleitete duere Funktion (wobei die innere
Funktion darin unverandert bleibt), z.B.:

3¢t
/é3m+1)d;p = :;f; ?//\/ /cos(@x aF 1))(137 :é/é\‘n (QW/\) +C
blash @]‘”\‘L‘

10.2 Bestimmte Integrale und Flacheninhalte

Ziel ist die Bestimmung des Flacheninhalts, den der Graph einer Funktion f mit der x-Achse
einschliefit. Das bestimmte Integral als Grenzwert von Ober- und Untersummen (Darboux-
Riemann-Integral) beruht auf der Idee, den Flacheninhalt mittels einfach zu berechnender
Recktecksflichen anzundhern. Als Voraussetzung dafiir reicht die Beschranktheit der Funktion
f im Intervall [a; b] und die dortige Stetigkeit bis auf endlich viele Ausnahmen.

Das Intervall [a;b] wird dazu in n Teilintervalle [z;_1; ;] mit i = 1, ..., n zerlegt [3][2].

Funktion f(x) =|x2
¢ vona=[1_ Jbisb=[3 ]

6

4
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wm o

m; = min ]f(x)

Eine obere Schranke fiir diese rechteckigen
Flicheninhalte erhélt man, indem man f(&;)
durch den jeweils groten Funktionswert M; xelxi13xi i g
im Intervall [x;_;;x;] nach oben abschiitzt. " i :gi
Ebenso erfolgt eine Abschitzung nach unten .'_Zlm‘ (i =xi1) < - Mi(xi—

durch den jeweils kleinsten Funktionswert | “~———- 2 & <

m; im Intervall [x;_;x;]. U, < On
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Definition 2.1: Bestimmtes Integral

Eine Funktion f im Intervall [a; b] heiBt integrierbar, wenn die Untersumme U,, und Ober-
summe O,, bei feiner werdender Zerlegung gegeneinander konvergieren. Der gemeinsame
Grenzwert heifit bestimmtes Integral von f iiber [¢;b] und man schreibt:

b bn‘s
Jisy U = Jim On = [ /() da
* von

Besitzt die Funktion f eine Stammfunktion F', ldsst sich das bestimmte Integral mittels F' berech-
nen. Da f die stetige Ableitung von F' ist, lasst sich der Mittelwertsatz der Differentialrechnung
4.1 auf die Stammfunktion F' anwenden.

Ty

In jedem Teilintervall [x;___»%\'k
tiert ein &, fiir das gilt:

41 f(éi)-",:-E( v

= (&) (xi A:xi-l)‘lf (x@

N _i;f(c.-)(x.--xé‘-fn :_,

n

n =@

—

N
o
I we
w
A/v
%
N
=

Die inneren Summanden heben sich gegenseitig auf, so dasss nur noch F(b) — F(a) iiberbleibt.
Damit ist:

zn:m‘ (i = xi1) = if(‘fi) E—xi)= ‘:M,-(x,. E

= > =

~"

U, < F)—Flaks <. 4 Onit

Somit muss der gemeinsame Grenzwert von Ober- und Untersumme F'(b) — F'(a) betragen.

Mittels des Hauptsatzes der Integralrechnung besteht die Moglichkeit, Flacheninhalte, die der
Graph von f mit der z-Achse einschlieit, zu berechnen.
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Definition 2.2: Hauptsatz der Integralrechnung

Sei f im Intervall [a;b] stetig und f habe eine Stammfunktion F, dann gilt:

der | COpleubiert®an.. ... ... Hadeamhelde. .
[a; b].

im Intervall

a) Bestimmen Sie den Flicheninhalt, den der Graph von f(z) = z* — 22 zwischen den
Nullstellen mit der z-Achse einschlief3t.

NLLMSHL—’WZ /|\ /
{ CX) =O
ROk R O .

'XCX"‘QQ =0
/ N
E;Q oA‘E’/ %“}2;:;\

b) Berechnen Sie

\

gs
f(x% 252 <
Q

1

—— -
/m3 dr = Y%qu
-2 ~-

- 48- (1)

= 4 —(x)

—Oo

Merke:

Um den tatséchlich vorhandenen Gesamtflicheninhalt zu ermitteln, kann man
a) die Betrage der Teilintegrale bilden, WObSi die Nullstellen die Trennstellen sind

i

0y
=+ XA%E
.0 ’

b) gef. Symmetrien ausnutzen

N
A= Q- Sf e
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Merke:

Fiir die Einheit des Ergebnisses einer Integration gilt, dass die Einheiten der z-Achse und h

y-Achse miteinander multipliziert werden.

10.3 Partielle Integration

Diese Integrationsregel kann man als Produktregel der Integration auffassen und ergibt sich aus

dieser:

Definition 3.1: Partielle Integration

Die Funktionen v und v seier&%irﬁ

%084;

rﬁervall [a; b] stetig differenzierbar, dann gilt:

Merke: Wahle v als die Funktion, die sich beim Ableiten vereinfacht.
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10.4 Integration mittels Substitution

i

(>
Dieses Integrationsverfahren wird meist bei verketteten Funktionen angewendet. Man kann  ° 4 )
versuchen die innere Funktion zu substituieren (insbesondere, falls dessen Ableitung im Funkti-

W odorbonen )kbr A}Aeﬂwua:

P
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Als wichtiger Spezialfall gilt:
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10.5 Partialbruchzerlegun
Gyed 2ebbe <

Zweck: Integration von echt gebrochen rationalen Funktionen.

e (%Us mc\{ \/U‘L\@r %bmmgfsh: UQWW\>

Idee: Mittels Partialbruchzerlegung wird der Bruch in wmlmlbmm

zerlegt (siehe oben).
Der Ansatz fiir die gesuchten Partialbriiche ist abhéngig von der Anzahl und Art der Nullst
des Nenners, es gilt:

\\)i 0{% qui/\d%
|1

P n (x| &+ C

SO{CL@ )7

©
ellen

Art der Nullstelle Ansatz
jede einfache NS z, A
T — T,
doppelte NS z,, B ¢ 5
r—x, (r—umx,) ‘ ?WBC« lLruaL@a’/ oMo,
a> E\/ULH\\ el levr <t MOVMU: @ 3
N
Dx + F -
komplexe NS 21k k>0 X'Z\(:\“Q\’—“O IP& _&iﬂ a &(ii/_, -
: - W
= A Oohlf = ;Z/ N3 XA (K ’13 CX 3
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