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10 Integralrechnung und ihre
Anwendungen

10.1 Unbestimmte Integrale

Betrachtet wird nun die Umkehrung des Ableitens, das Aufleiten bzw. Integrieren:
Gegeben ist eine Funktion f, man sucht eine Funktion F' von der diese abstammt, d.h.

Definition 1.1: Stammfunktion

Eine differenzierbare Funktion F' heifit Stammfunktion einer gegebenen Funktion f, falls
gilt: F'(x) = f(x).

gegeben: f(z) = 2? allgemein (Potenzregel):
3 f(x) =a"
gesucht: F(z) = A X A+
2 F(z) = 2L
oder: F(x) = %X + A A
der: F(z) A5 Merk
oder: F(z) = 2 X — Terke:
5, Do Encponeat” wird um
oder: F(z) = % L A /1 erhoht, -
ol : davor kot der  Kehewor
o,gzaw: F(x) = —/(gx + C )*”"{3 celR des erhohten Exponenten
>, N
Schreibweise: ! IW}\OSNL von K drt
/x2d13 = Zl><2—l— c , celRk
. o 3 )
K Vgrnalle

dor b

Definition 1.2: Unbestimmtes Integral
Das unbestimmte Integral
/f(x) dr = F(x) + cmit c € R

gibt die Menge aller Stammfunktionen an.

=
j) ( ><H+ Sl><3> dx
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Wie beim Differenzieren gilt auch beim Integrieren die Faktor und Summenregel.
Als erste Integrationsregel betrachten wir einen Spezialfall der Integration mittels Substitution:

Merke:

Bei einer verketteten Funktion, bei der die innere Funktion linear ist, schreibt man den
Kehrwert der inneren Ableitung vor die aufgeleitete d&ulere Funktion (wobei die innere
Funktion darin unverandert bleibt), z.B.:

/e3z+1da: = /005(21‘ + 1)dx =

10.2 Bestimmte Integrale und Flacheninhalte

Ziel ist die Bestimmung des Fliacheninhalts, den der Graph einer Funktion f mit der x-Achse

einschlieBt. Das bestimmte Integral als Grenzwert von Ober- und Untersummen (Darboux-

Riemann-Integral) beruht auf der Idee, den Fliacheninhalt mittels einfach zu berechnender
Recktecksflichen anzundhern. Als Voraussetzung dafiir reicht die Beschranktheit der Funktion
f im Intervall [a; b und die dortige Stetigkeit bis auf endlich viele Ausnahmen.

Das Intervall [a;b] wird dazu in n Teilintervalle [x;_1; ;] mit i = 1,...,n zerlegt [3][2].

Funktion f(x) =[x2 ]

vona=[1 ]bisb=[3 ]
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n=5 21
_. Anzahl der Unterteilungen
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Eine obere Schranke fiir diese rechteckigen | M; =xer[:1ax rf (x)
q i—15Xi
Flicheninhalte erhilt man, indem man f(&;) B mi;1 d )
durch den jeweils groten Funktionswert M; R ,,[f -

Ebenso erfolgt eine Abschitzung nach unten
durch den jeweils kleinsten Funktionswert
m; im Intervall [x,-_l ;x,-]. U, < Onict

im Intervall [x;_;;x;] nach oben abschitzt. “ L
mi(xi—xi21) <Y Mi(xi—
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Definition 2.1: Bestimmtes Integral

Eine Funktion f im Intervall [a; b] heifit integrierbar, wenn die Untersumme U,, und Ober-
summe O,, bei feiner werdender Zerlegung gegeneinander konvergieren. Der gemeinsame
Grenzwert heifit bestimmtes Integral von f iiber [a;b] und man schreibt:

F()é): >2‘ F{AL‘ FZ%) = /géo = 2

2

X MJMI' %/0 /J)@Ajfuwa )
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b
lim U, :”ll’ng.o O, = /f(x) dx
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@m&‘mw Grewzwe |~

Besitzt die Funktion f eine Stammfunktion F', lisst sich das bestimmte Integral mittels F' berech-
nen. Da f die stetige Ableitung von F' ist, lasst sich der Mittelwertsatz der Differentialrechnung
4.1 auf die Stammfunktion F' anwenden.

‘\y
8 4
6 . =
In jedem Teilintervall [x;_-,!;x.v]
tiert ein &; fiir das gilt:
4 B

S )
i=1 =

/

N
I we

>

Die inneren Summanden heben sich gegenseitig auf, so dasss nur noch F(b) — F(a) tiberbleibt.
Damit ist:

n : g n n e 8
> omili—xia) <D fE)xi—xie) <) Milxi—xi
=i =100 = -

~~ ~~ o G

U, < F(@b)-F (‘aiﬁr. i :.Onie

Somit muss der gemeinsame Grenzwert von Ober- und Untersumme F(b) — F'(a) betragen.

Mittels des Hauptsatzes der Integralrechnung besteht die Moglichkeit, Flacheninhalte, die der
Graph von f mit der z-Achse einschliefit, zu berechnen.
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Definition 2.2: Hauptsatz der Integralrechnung

Sei f im Intervall [a; b] stetig und f habe eine Stammfunktion F', dann gilt:
deere. Gretie wilee berre

b wilafl T v Sk flh
[ 1) dz = F(b) - F(a) #

Das bestimmte Integral liefert die a/ MMK/— o
der . Orieabieden. Fladeandalte im Intervall

[a; b].
y olen ?f%{ﬁ

a) Bestimmen Sie den Flicheninhalt, den der Graph von f(z) =12* — 2z zwischen den
Nullstellen mit der z-Achse einschliefit.

\> Nullbtllen- . “Zisdosbott”
N F&) 2 N
fal g N A2 ij 43 )
S T A= |62 d =[3>< X | = E‘Qfa.-}a,
7,40 pe 2= 0 ls) e 4% o
3 3 |3

b) Berechnen Sie

und deuten Sie das Ergebnis. 3 = ‘e— CLP} = =

De. ,41 rag‘nls mmehriye) . &p{ ohe’ Flachen m ]L»)é-va“ [ ey

dhe oselull Low wlohdl do 4-Adve glebefﬂ 6)&( STDF %4
D Dhe ab ke Jorabunle u:)ml o.
(

Merke:

Um den tatséichlich vorhandenen Gesamtflacheninhalt zu ermitteln, kann man
a) die Betriage der Teilintegrale bilden, wobei die Nullstellen die Trennstellen sind
o

/A\g = fxg dx | + )ﬁfo& = ]ﬂ/o({(éf—af) +)4(-;zi},%/04)/)

2 Al 4l

b) ggf. Symmetrien ausnutzen .
= a4+ A

2
Ag: 2 §>}ob< =4 =% FE
0
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Merke: 7
Fir die Einheit des Ergebnisses einer Integration gilt, dass die Einheiten der x-Achse und [/Z
y-Achse miteinander multipliziert werden.
10.3 Partielle Integration
Diese Integrationsregel kann man als Produktregel der Integration auffassen und ergibt sich aus
dieser: . NN
1 } ! ( J
SlanT =l ud)
' [ '
-\ ’;SM-\/ —(—Sw\/. l"g““\/ { wv — wu‘::SlL'\/

/

Definition 3.1: Partielle Integration

Die Funktionen u und v seien im Iﬂieﬁvall [a; b] stgtig differenzierbar, dann gilt:

i T ’
/u’~vda: u-v— /u-v'dm
Merke: Wéhle v als die Funktion, die sich beim Ableiten vereinfacht.( otuoaut\) Ze [+
Beispiele:
a) u‘:‘QK u:ex -
92« 4'=3 ) /ew 3vdr | =
J
b)
/21‘ . Sln(l’) d.’l; — (—CUS(X)) -a){ —_ S\("('%(y‘)) ¢ D\ Ol}(
. \'4 v U - v q - v
S
= —axw6) = R4 [~ w62 d
— gm0
= —2ucislyy 4+ 2amb<) + C
/\
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10.4 Integration mittels Substitution 2 & Y olectens” 1 Gulshlutee 22t

Dieses Integrationsverfahren wird meist bei verketteten Fyfiktionen angewendet. Man kann
versuchen die innere Funktion zu substituieren (insbesondgfe, falls dessen Ableitung im Funkti-

onsterm vorkommt).

Beispiele:
a) %Q\W"L[

/(2m+1).ex2 HW = c e
: A4

u!

2
Zy= < wX—H T

&L\QS)’;%U'\@C'- . ( e oLZ _

v dg = 94 2
b ﬁa& :% % 2
eV i

/ AbleitungNenner

Als wichtiger Spezialfall gilt:
b)

= [n|Nenner| + c
Normor n|Nenner| + ¢

A
f:’é—é’i—&%:lnlxﬂ?ﬂ*C ode 5?(—-

» ) \Y,L dw = E%Q%)M:S%"ﬁ*%

xq+3>(
10.5 Partialbruchzerlegung (
Gred Zetlor 2. 6red Vome—

Zweck: Integration von echt gebrochen rationalen Funktionen.

Idee: Mittels Partialbruchzerlegung wird der Bruch in einfacher zu integrierende Teilbriiche

zerlegt (siehe oben).

Der Ansatz fiir die gesuchten Partialbriiche ist abhéngig von der Anzahl und Art der Nullstellen

des Nenners, es gilt:

MV’ Ansatz

A
T — I, L\'nev%&iﬁ, dos VS Xn

jede einfache NS z,,

doppelte NS =z, B ¢
r—x, (v —1x,)?
Dx+ FE
komplexe N k
omplexe NS OR >0
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