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10 Integralrechnung und ihre
Anwendungen

9
10.1 Unbestimmte Integrale X’\“g '/‘F&)

Betrachtet wird nun die Umkehrung des Ableitens, das Aufleiten bzw. Integrieren:
Gegeben ist eine Funktion f, man sucht eine Funktion F' von der diese abstammt, d.h.

ooy 4 F2:Se]
2 F&) Sl 10y i ber

AX T/‘E&) :%ﬁ@ \/@J CQM@NLR Gf/»)f L‘Mﬁ
Ac
@8/ e

Definition 1.1: Stammfunktion

Eine differenzierbare Funktion F' heifit Stammfunktion einer gegebenen Funktion f, falls
gilt: F'(x) = f(x).

gegeben: f(z) = 2? allgemein (Potenzregel):
2 fx) ="
gesucht: F(z) :AB—K p -4
F(zx) =2 %
oder: F(z) = ,é)(%g,\— A A
3 ,
oder: F(x) = A% + P Merke:
37 b Empereet i
oder: F(x) = 407>< -—7' /( erhoht,
5 davor kommt der  Kebrae 1T
oder: F(x) = _éx + 3 C@\R des erhohten Exponenten
9\“1@%&‘&
111/5/
Va»‘a‘)\ebﬂ%\ JU \”Aea
Schreibweise:
Jo 3
/ r2dr = %x +C

Definition 1.2: Unbestimmtes Integral

Das unbestimmte Integral
/f(iC) dr = F(zr)+cmitce R

gibt die Menge aller Stammfunktionen an.
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Wie beim Differenzieren gilt auch beim Integrieren die Faktor und Summenregel.
Als erste Integrationsregel betrachten wir einen Spezialfall der Integration mittels Substitution:

Merke: V

-4
Bei einer verketteten Funktion, bei der die innere Funktion linear ist, schreibt man den
Kehrwert der inneren Ableitung vor die aufgeleitete d&ulere Funktion (wobei die innere
Funktion darin unverandert bleibt), z.B.:

/e““d:z: - A Q&H—A_}_c__ /cos(2:1: + 1)dx z_)i(_a—.ﬁl‘n (%H—A) -

3
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10.2 Bestimmte Integrale und Flacheninhalte

Ziel ist die Bestimmung des Fliacheninhalts, den der Graph einer Funktion f mit der x-Achse
einschlieft. Das bestimmte Integral als Grenzwert von Ober- und Untersummen (Darboux-
Riemann-Integral) beruht auf der Idee, den Fliacheninhalt mittels einfach zu berechnender
Recktecksflichen anzundhern. Als Voraussetzung dafiir reicht die Beschranktheit der Funktion
f im Intervall [a; b und die dortige Stetigkeit bis auf endlich viele Ausnahmen.

Das Intervall [a;b] wird dazu in n Teilintervalle [x;_1; ;] mit i = 1,...,n zerlegt [3][2].

Funktion f(x) =[x? ]

vona=[1 ]bisb=[3 ]
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-. Anzahl der Unterteilungen

20 ®

0 1 2 3 - 5 6 7 8 9 10 1

Eine obere Schranke fiir diese rechteckigen | M; = glax [f(x)
Fliicheninhalte erhilt man, indem man f(&;) Erehg

durch den jeweils groBten Funktionswert M; i Eg,.l_l .l}x,[f ) e
im Intervall [x;_;;x;] nach oben abschitzt. - L
Ebenso erfolgt eine Abschitzung nach unten ;m" (i —xi1) < ;Mi (i — ""1)4

durch den jeweils kleinsten Funktionswert ~ ,f-dé

m; im Intervall [x,-_l ;x,-]. Un < On g
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Eine Funktion f im Intervall [a; b] heifit integrierbar, wenn die Untersumme U,, und Ober- Lmme = ’ Br& © e ‘Qz:j_%\e-& 3
summe O,, bei feiner werdender Zerlegung gegeneinander konvergieren. Der gemeinsame

Grenzwert heifit bestimmtes Integral von f iiber [a;b] und man schreibt:
—_— —
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Definition 2.1: Bestimmtes Integral

rso Un = Ji1g, On =

b
[ 1) do

Besitzt die Funktion f eine Stammfunktion F', lisst sich das bestimmte Integral mittels F' berech-
nen. Da f die stetige Ableitung von F' ist, lasst sich der Mittelwertsatz der Differentialrechnung
4.1 auf die Stammfunktion F' anwenden.

Ty
8 4
6 . - T ST P
In jedem Teilintervall [x;.;;x;].*'
tiert ein &; fiir das gilt: S
4 B

. _i;f(.f.-)(xi—x.:;i.)>:ﬁ’

S )G
(= o

N =
N
I we

Die inneren Summanden heben sich gegenseitig auf, so dasss nur noch F'(b) — F'(a) tiberbleibt.
Damit ist:

En:mi(xi X zi:f(él)(x: )= ZMi(xi —

N

~ e N~ v

Usidos e H(b - Bl 0

Somit muss der gemeinsame Grenzwert von Ober- und Untersumme F(b) — F'(a) betragen.

Mittels des Hauptsatzes der Integralrechnung besteht die Moglichkeit, Flacheninhalte, die der
Graph von f mit der z-Achse einschliefit, zu berechnen.
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Definition 2.2: Hauptsatz der Integralrechnung

Sei f im Intervall [a; b] stetig und f habe eine Stammfunktion F', dann gilt:

[ 1) dz = F(b) - F(a)

der Oy et ‘@‘)@h. . ?‘5«‘)4644 fmlqat M im Intervall

[a; b].

Das bestimmte Intjg:al liefert die 6Umm€’/

a) Bestimmen Sie den Flicheninhalt, den der Graph von f(z) = 2? — 2z zwischen den
Nullstellen mit der z-Achse einschliefit.

/ L a2 s s
;X?’O Y(X -/2%74% = l%X" Xj fg;g— oL e(éLO—- O )
=0
feest ° "Ef4- 0O
b) Berechnen Si 3 3 B 3
/ne b an&‘)?‘or#l:f
' N Floche
und deuten Sie das Ergebnis. 3 = 4 — (L’D ﬁ& W)MLCVH d OPCK

/‘/\b

— W ‘: . : — ,ﬂ :i =
3?7 L A= 3\ = Xj@h&e@@ y

Merke:

Um den tatséichlich vorhandenen Gesamtflacheninhalt zu ermitteln, kann man
a) die Betriage der Teilintegrale bilden, wobei die Nullstellen die Trennstellen sind

O >
A= §><zcl><' + (e
2 .

b) ggf. Symmetrien ausnutgz\en
_ 2
A= Qe Sx ol
O

~— Y

=2 4 = 8¥E

a B
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Merke:

Fir die Einheit des Ergebnisses einer Integration gilt, dass die Einheiten der x-Achse und %’1 L & lO(/ - L%\@ e 2 ' _%Yﬁ‘

y-Achse miteinander multipliziert werden.

10.3 Partielle Integration

Diese Integrationsregel kann man als Produktregel der Integration auffassen und ergibt sich aus
dieser: \ ' | P
(uV) =V +uw-v N

/g/(w\/{ :S(uj‘\/ +u')

b s Juv + fuy) =80 2o {‘i'\/ 7

Definition 3.1: Partielle Integration

& K 1
Die Funktionen v und v seaien d;gel t l&\xll [a; b] stetig differenzierbar, dann gilt: ?k - Q WQ( //} Sﬂ:/\\/\ ﬂ ELC

Merke: Wéhle v als die 12‘unk£:ic>)n, die sich beim Ableiten vereinfacht[&lgmﬂ
AT

L =) Zt( 5 QAV‘QJ

Q[GW%}\E\ ZN );J@gv

Beispiele:

a)

.
14}

/2x-sin(5’;) de [ = -[os(@-&x — S—Coz&) . oL Slse
' v

hd TR | !
S y—
= —Axas(x) — A y'-@)&)@
— Y T

(—S:WCX))
= —dxasly) + Q) <
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10.4 Integration mittels Substitution Veotioren, %r /Z\Qe{%n%m;

G
Dieses Integrationsverfahren wird meist bei verketteten Funktionen angewendet. Man kann Zé<> %éD £>z>
versuchen die innere Funktion zu substituieren (insbesondere, falls dessen Ableitung im Funkti- ) J \{/ 2= ><Q+ A

onsterm vorkommt). Z 64) ‘ °Z(X> de _ 9y > \873%_. sin(2)- k = 3. g& () JZ
Qe

Beispiele: 5 ™) 5 g
a) o . qindl
subsh m 09 [3x-sin(x? + 1) dx dz. _dw
/(gm +1)- T4 g, > ml ? ) olele, /01 s = .3 . Ch():g g)) rC
' ~ et A ¥ vech do >
——\ = —3@5(2) +c

Z;G& S‘AS)')\‘IW‘W

p—)] ‘
@ [—— dx = bn|3xt] s+

3x+1

Soene—tt ol E)
A . WV
( « 'CL’?_—, L — "'/2- cy xg\
\f " — C> j,ﬂ/— dwx = RSN ol N Q“C ‘ *“’O’VC_

S =)

Als wichtiger Spezialfall gilt: . _ T .
b) /AbleitungNenner — In|N " B g @V&C(O\) /LJ% re/ 2 N
Nenner - (miavenner] e — S)e/ Olz: — ;L- S Clx
At/
Q%Jr C N
Bsp. 2 e = lAalre B = 2 lnlava] +
><9\+£4 ZJ#UTQ/
[

10.5 Partialbruchzerlegung

Zweck: Integration von echt gebrochen rationalen Funktionen. Gred 28y 2 Grec/ UQ"IW
Idee: Mittels Partialbruchzerlegung wird der Bruch in einfacher zu integrierende Teilbriiche
zerlegt (siehe oben).

Der Ansatz fiir die gesuchten Partialbriiche ist abhéngig von der Anzahl und Art der Nullstellen
des Nenners, es gilt:

Art der Nullstelle Ansatz
jede einfache NS z,, A
T — T,
B C

doppelte NS =z,
r—x, (v—mx,)

Dx+ F
24k’

komplexe NS
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Beispiel:

a)

20+ 1 d 246’[ A cv\cj Q )’Z@ﬂz)“’””eh
QWS vem Mexmer 2 @ PMF‘HOL( Lroda blsgf”%
WA ZO 1§68 )

':k QX+4 — A <+ i ) J-Lf%ﬁJMewv Bb‘a Z

»</1;/’( odoy Ka= O— (X—/D~(><—'9\3 X~ /( <=
2ue el gac e ‘VSZ 7

D+l A 62) R _/TDD\(X”O
Mfﬁr@uw Ge)-(<2) Gen) «(x9) (%) - )

\ e e do” Zher

Lok
jt = AGD B
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