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1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)
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1.1 Lineare Funktionen
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Der Graph einer Linearen Fanktion ist immer eine =" %%
Es folgt eine Analyse eip€r Linearen Funktion an einem Beispiel, mit der Zlel anhand bestimmter
charakteristischer Eigenschaften den Graph zu skizzieren:
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Die Menge aller Punkte lasst sich als Graph in einem Koordinatensystem darstellen
f(z)
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Definition 1.1: Funktion /

Eine Funktion ordnet jedem z aus dem Definitionsbereich (die Zahlen, die man fiir = {
einsetzen darf) eindeutig einen Funktionswert f(z) (die y-Koordinate) aus dem Wertebereich ; //

(Menge aller Funktionswerte) zu. Q’@
"o
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Den Graph einer Linearen Funktion kann man auch direkt mittels der im Funktionsterm vor-
handenen Koeffizienten skizzieren: - . . ¢
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Das ,,Gegenteil“ zur Analyse ist die S;ntggse eines Funktionsterms aus gegebenen Daten:
Gesucht ist eine Lineare Funktion g, die durch die Punkte P(4| —3) und Q(—8|0) verlauft.
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1.1.1 Schnittpunktbestimmung zweier Funktionen f und g 5(‘4 \ __/1

Allgemeiner Ansatz: f(z) = g(z) //l <F("0 4. +4
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1.2 Quadratische Funktionen } (v{&ir a=/ \rome oaée(>
Der Graph einer Quadratischen Funktion ist imper eine ?&ruloe‘\ L ‘ n"?‘JW m O £ }CL)L 4 / l CL?; /l f
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Beispiel 1: Analyse von

Die Erstellung einer qualitativen Skizze des Graphen von f ist noch nicht méglich. Daher werden

im Folgenden die sog. Nullstellen der Funktion f berechnet. Die Bestimmung von Nullstellen

einer Funktion ist eines der wichtigsten Schritte fiir die Analyse und wird an vielen Stellen in ,

der Analysis benotigt! %Q:Lua Nor e - _

Definition 2.1: Nullstellen

Die Nullstellen einer Funktion f sind die Schnitt- oder Berithrpunkte des Graphen von f
mit der z-Achse. Hier gilt f(z) = 0.

Nullstellen: Skizze:

Ansatz: f(z) =0 f(z)
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Definition 2.2: PQ-Formel

Hat die quadratische Gleichung die Fornfiz? +p-2 4 ¢ = 0, dann ergeben sich die Nullstellen
mittels PQ-Formel zu:

Sind die Nullstellen einer quadratischen Funktion bekannt, kann man direkt den Scheitelpuhkt

S der Parabel angeben: !| | h]@ S C 4 l g > ) ‘ 8
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1.3 Ganzrationale Funktionen (Polynome) héheren Grades

Der Grad eines Polynoms ist durch die hochste im Funktionsterm vorkommende Potenz festge-
legt. Losungen von Aufgabe 1 des ersten Ubungsblatts:

f(z) =1z =16
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Das Randverhalten eines Polynoms ist durch die héchste vorkommende Potenz bestimmt.
Polynome verlaufen an der Randern immer gegen Unendlich!!!
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f(z) = 22® — 4z?
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Definition 3.1: Linearfaktorzerlegung

Die hier angegebene Darstellungsform wird als Linearfaktorzerlegung eines Polynoms
bezeichnet und kann unter Kenntnis der Nullstellen einfach aufgestellt werden. Wiirde man
die Linearfaktorzerlegung wieder ,ausmultiplizieren“ und zusammenfassen, gelangt man zu
der bereits bekannten allgemeinen Darstellungsform.

Nul[ _S+EM0V2 : Die Llnearfaktorzerlegungen , filr die vorigen Beispiele
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Weiterfithrendes Beispiel:
f(z) =2 —22> — 52+ 6
Problem: Das Ausklammern von z ist hier nicht méglich!

Gleichungen dieser Art kann man mittels Polynomdivision oder Horner-Schema versuchen zu
l6sen. Dazu muss zunéchst eine Nullstelle bekannt sein, die man durch Probieren herausfinden
muss:

1. Schritt: Raten einer Nullstelle.
Tipp: Alle ganzzahligen Teiler der Konstanten 6 , also ‘A ——Q ,,,,, ;,-,6 kénnten Kandidaten
fiir Nullstellen sein.

le x=4 ¢ %(A) Ao is. AL
=A -2 =St4b =
o \/utlﬂ?“rzv
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2. Schritt: Durchfithrung der Polynomdivision
Da nun eine Nullstelle bekannt ist, kann man die Linearfaktorzerlegung zum Teil angeben:
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Ziel der Polynomlelslon ist letztlich cﬂ%‘l{eduﬂerung des Grades, so dass man auf das Rest-
polynom die bekannten Losungsverfahren anwenden kann. Man kann die Polynomdivision lf/daos ! g q/

yumgehen“, indem man das sogenannte Horner-Schema anwendet. Neben der schnellen Auswer-
tung von Funktionswerten erhélt man (beim Finden einer Nullstelle) direkt die Koeffizienten
des Restpolynoms: - /( <=

Horner-Schema: ——a

Horner—Schema:
Eine effiziente Berechnungsmethode fiir Funktionswerte von Polynomen durch
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geeignete Klammerung:
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2 Gebroch tionale Funkti (o) = o |
eprocnen-rationaile runkKtionen / *33(—’6 —7 /1>< ’-‘&Y ._._3

Py(z) = (... ((apz + ap—1)x + apn2)x +...)x + ao

bzw. schematisch
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Eine Funktion f, deren Funktionsterm ein Bruch ist, wobei Zéhler und Nenner jeweils Polynome — ———351 /6

sind, heiit gebrochen-rationale Funktion. M”\Lwﬁ U&Qe/3 bier eive Scfa ?&) —,r “ o (ggg,ec%lr
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Merke:
Das Randverhalten einer gebrochen-rationalen Funktion f wird durch die sogenannte
Asymptote bestimmt. Die Asymptote ist selbst eine Funktion, dessen Funktionsterm sich
durch den “ganzzahligen Anteil “der Polynomdivision von “Zéhler : Nenner “ergibt. Der
Graph von f néhert sich im Unendlichen immer mehr dem Graph der Asymptote, zuvor
kann der Graph von f die Asymptote auch schneiden oder bertihren.
Ein ausfiihrlicheres Beispiel zum Schluss:
2x3 + 222 — 4z
f(x) - 1'2 —z—6
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Erstellt man fiir Zahler und Nenner jeweils die Linearfaktorzerlegung, k man daraus
wichtige Eigenschaften der Funktion f erkennen:

1. Es liegt eine Nullstelle vor, wenn nur das Zahlerpolynom diese Nullstelle hat.
Haben Zahler und Nenner gemeinsame Nullstellen, muss man deren Vielfachheit
betrachten.

2. Ist die Vielfachheit der Nullstelle des Nenners kleiner oder gleich der des Zéhlers,
liegt eine hebbare Definitionsliicke vor. Dort hat der Graph ein "Loch”, der fehlende
Funktionswert kann durch den Funktionswert der gekiirzten Linearfaktorzerlegung
(der sog. Ersatzfunktion f*) behoben werden.

3. Ansonsten liegt eine Polstelle (im Prinzip eine senkrechte Asymptote) vor, bei diesen
Definitionsliicken laufen die Funktionswerte gegen unendlich, wenn man sich ihnen
von links oder rechts nihert (ein sog. Unendlichkeitsstelle). In der Ersatzfunktion
f* gilt, bei gerader Vielfachheit der Nennernullstelle liegt eine Polstelle ohne Vor-
zeichenwechsel (Anndherung auf beiden Seiten entweder gegen +o0o oder —o0), bei
ungerader Vielfachheit liegt ein Pol mit Vorzeichenwechsel vor (auf der einen Seite
gegen +oo und auf der anderen gegen —oo bzw. umgekehrt).
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